Тема 
ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ

О ПАРАМЕТРАХ НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 
ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ

11 Основные понятия



2 Понятие –значения
3

43 Проверка статистических гипотез



3.1 Гипотезы о законе распределения исследуемой случайной величины 
4

53.2 Гипотезы об однородности двух выборок




1 Основные понятия
Пусть 
[image: image3.wmf]x

 – наблюдаемая дискретная или непрерывная случайная величина. Статистической гипотезой 
[image: image4.wmf]H

 называется утверждение, в котором высказывается предположение относительно параметров или вида распределения случайной величины 
[image: image5.wmf]x

. Гипотеза 
[image: image6.wmf]H

 называется простой, если она содержит только одно предположение, а гипотеза, которая состоит из конечного или бесконечного числа простых гипотез, называется сложной. Гипотезы о значениях параметров известного распределения случайной величины 
[image: image7.wmf]x

 называются параметрическими. Непараметрическими называются гипотезы, сформулированные относительно вида закона распределения случайной величины 
[image: image8.wmf]x

. Основная выдвинутая гипотеза называется нулевой 
[image: image9.wmf]0

H

. Гипотеза, противоречащая нулевой гипотезе 
[image: image10.wmf]0

H

, называется альтернативной (конкурирующей) гипотезой 
[image: image11.wmf]1

H

. Выбор альтернативной гипотезы определяется конкретной формулировкой задачи [2].

Правило, по которому принимается решение принять или отклонить гипотезу 
[image: image12.wmf]0

H

, называется критерием K. Случайная величина 
[image: image13.wmf]K

, с помощью которой принимают решение о принятии или отклонении нулевой гипотезы, называется статистикой 
[image: image14.wmf]K

 критерия K. Проверка статистической гипотезы основывается на принципе отношения правдоподобия: маловероятные события считаются невозможными, а события, имеющие большую вероятность, считаются достоверными. Зафиксируем некоторую малую вероятность 
[image: image15.wmf]a

 – уровень значимости. Пусть 
[image: image16.wmf]W

 – множество значений статистики 
[image: image17.wmf]K

, 
[image: image18.wmf]W
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 – такое подмножество, для которого
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[image: image20.wmf]a

.

Наблюдаемым значением 
[image: image21.wmf]набл

K

 называется значение статистики 
[image: image22.wmf]K

, вычисленное по выборке 
[image: image23.wmf]{
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 из генеральной совокупности случайной величины 
[image: image24.wmf]x

. Правило проверки статистических гипотез состоит в следующем: 

если 
[image: image25.wmf]набл

K
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, то гипотеза 
[image: image27.wmf]0

H

 отклоняется с вероятностью
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[image: image29.wmf]a

,
если 
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[image: image31.wmf]K
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, то гипотеза 
[image: image32.wmf]0

H

 принимается с вероятностью


[image: image33.wmf](
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[image: image34.wmf]a

.
Критерий, основанный на использовании заранее заданного уровня значимости 
[image: image35.wmf]a

, называется критерием значимости. Вероятность 
[image: image36.wmf]a
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 называется доверительной вероятностью.

Критической областью 
[image: image37.wmf]K

W

 называется совокупность значений статистики 
[image: image38.wmf]K

, при которых нулевую гипотезу отвергают. Областью принятия гипотезы называется совокупность значений 
[image: image39.wmf]K

W
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 статистики 
[image: image40.wmf]K

, при которых нулевая гипотеза принимается. Критическими точками 
[image: image41.wmf]кр

K

 называются точки, отделяющие критическую область 
[image: image42.wmf]K

W

 от области принятия гипотезы 
[image: image43.wmf]K
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. Уровень значимости 
[image: image44.wmf]a

 определяет «размер» критической области 
[image: image45.wmf]K

W

. Положение критической области на множестве статистики 
[image: image46.wmf]W

 зависит от вида нулевой и альтернативной гипотез. Возможны три вида расположения критической области [15]:

– правосторонняя критическая область 
[image: image47.wmf](
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– левосторонняя критическая область 
[image: image48.wmf](
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– двусторонняя критическая область 
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Точки 
[image: image52.wmf]кр.пр

K

, 
[image: image53.wmf]кр.лев

K

 определяются в зависимости от вида закона распределения статистики 
[image: image54.wmf]K

 при выбранном уровне значимости 
[image: image55.wmf]a

.
Выбор между гипотезами 
[image: image56.wmf]0

H

 и 
[image: image57.wmf]1

H

 может сопровождаться ошибками двух родов. Ошибка первого рода состоит в том, что будет отвергнута правильная нулевая гипотеза 
[image: image58.wmf]0

H

. Вероятность ошибки первого рода равна уровню значимости 
[image: image59.wmf]a

:
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Ошибка второго рода состоит в том, что будет принята неправильная нулевая гипотеза 
[image: image61.wmf]0

H

 с вероятностью 
[image: image62.wmf]b

:
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Вероятности ошибок должны быть малыми и выбираться заранее.

При проверке гипотезы возникает одна из следующих четырех ситуаций, приведенных в таблице 1.

Таблица 1. Ошибки первого и второго рода

	Результаты проверки гипотезы
	Возможные состояния гипотезы

	
	
[image: image64.wmf]0
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 верна
	
[image: image65.wmf]0

H

 неверна

	Гипотеза 
[image: image66.wmf]0

H

 отклоняется
	Ошибка первого рода
	Правильный вывод

	Гипотеза 
[image: image67.wmf]0

H

 принимается
	Правильный вывод
	Ошибка второго рода


Мощностью критерия называется вероятность попадания статистики 
[image: image68.wmf]K

 в критическую область 
[image: image69.wmf]K

W

 при условии, что справедлива конкурирующая гипотеза 
[image: image70.wmf]1

H

. Мощность критерия равна вероятности 
[image: image71.wmf]g

 правильного отклонения нулевой гипотезы 
[image: image72.wmf]0
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:
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[image: image74.wmf](
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Поскольку критическая область 
[image: image75.wmf]K

W

 определяется по-разному на заданном уровне значимости 
[image: image76.wmf]a

, то она выбирается так, чтобы мощность критерия 
[image: image77.wmf]g

 была возможно большей:
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[image: image79.wmf]max

.
Чем больше мощность критерия, тем меньше вероятность принятия неверной гипотезы. Мощность критерия позволяет выбрать оптимальную статистику 
[image: image80.wmf]K

 для проверки гипотезы среди возможных статистик критерия.

На практике в качестве статистики 
[image: image81.wmf]K

 чаще всего используются специально подобранные случайные величины, распределения которых известны:

– 
[image: image82.wmf]Z

 (стандартизированное нормальное распределение),

– 
[image: image83.wmf]t

 (распределение Стьюдента),

– 
[image: image84.wmf]2

c

 (закон Пирсона 
[image: image85.wmf]2

c

),

– 
[image: image86.wmf]F

 (распределение Фишера).

Общая схема проверки статистических гипотез. Несмотря на разнообразие гипотез и применяемых статистик, проверка статистических гипотез может быть проведена в виде следующей общей схемы.

1. На основании выборочных данных выдвигаются нулевая гипотеза 
[image: image87.wmf]0

H

 и альтернативная ей гипотеза 
[image: image88.wmf]1

H

.

2. Выбирается уровень значимости 
[image: image89.wmf]a

 (в практических задачах пользуются стандартными значениями уровня значимости: 
[image: image90.wmf]=

a

0,1; 0,05; 0,025; 0,01; 0,005; 0,001).

3. Выбирается статистика 
[image: image91.wmf]K

 для проверки гипотезы 
[image: image92.wmf]0

H

, имеющую известный закон распределения. 

4. Вычисляется наблюдаемое значение статистики 
[image: image93.wmf]набл

K

 по выборочным данным.

5. Определяется вид критической области из условия


[image: image94.wmf](
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и область принятия гипнозы в зависимости от формулировки альтернативной гипотезы.
6. Принимается статистическое решение: если 
[image: image95.wmf]набл

K

 попадает в критическую область, то нулевая гипотеза 
[image: image96.wmf]0

H

 отвергается, в противном случае 
[image: image97.wmf]0

H

 принимается.

2 Понятие 
[image: image98.wmf]P

–значения
Наряду с критерием значимости для проверки нулевой гипотезы существует правило, основанное на 
[image: image99.wmf]P

-значении [1]. Пусть 
[image: image100.wmf]{
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 выборка из генеральной совокупности значений случайной величины 
[image: image101.wmf]x

; 
[image: image102.wmf]0

H

 – выдвинутая гипотеза; 
[image: image103.wmf]K

 – выбранная статистика, которая является случайной величиной и при сформулированной гипотезе 
[image: image104.wmf]0

H

 имеет известный закон распределения; 
[image: image105.wmf]набл

K

 – наблюдаемое значение статистики, вычисленное по выборке. Из уравнения
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[image: image107.wmf]a

,
находится неизвестное значение 
[image: image108.wmf]a

, называемое 
[image: image109.wmf]P

-значением.


[image: image110.wmf]P

-значение представляет собой максимальный уровень значимости, при котором статистика 
[image: image111.wmf]набл

K

 еще попадает в критическую область гипотезы, и называется критическим уровнем значимости.

В зависимости от найденного
[image: image112.wmf]P

-значения возможен один из  выводов:

– если 
[image: image113.wmf]P

>0,1, то имеется хорошее согласие с 
[image: image114.wmf]0
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,

– если 
[image: image115.wmf]P

=0,05, то есть сомнения в истинности 
[image: image116.wmf]0
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,

– если 
[image: image117.wmf]P

=0,02, гипотеза 
[image: image118.wmf]0

H

 скорее всего отклоняется,

– если 
[image: image119.wmf]P
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0,01, то гипотеза 
[image: image121.wmf]0
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 почти наверняка не подтверждается.

В общем случае, если критический уровень меньше заданного уровня значимости 
[image: image122.wmf]a

, то гипотеза отклоняется.

3 Проверка статистических гипотез
Высказываемые в ходе решения задач гипотезы можно условно подразделяются на следующие типы:

– о виде закона распределения исследуемой случайной величины;

– об однородности двух или нескольких выборок; 

– о числовых значениях параметрах исследуемого признака;

– об общем виде зависимости, существующей между компонентами исследуемого многомерного признака.
3.1 Гипотезы о законе распределения исследуемой случайной величины 
[image: image123.wmf]x


Проверка гипотезы о законе распределения осуществляется с помощью критериев согласия, основанных на выборе определенной меры (т.е. критерия) расхождения между теоретическим и эмпирическим распределениями. Если такая мера расхождения для рассматриваемого случая попадает в критическую область, то гипотеза отвергается, в противном случае принимается.

Критерий согласия Пирсона 
[image: image124.wmf]2

c

. Пусть генеральная совокупность значений случайной величины 
[image: image125.wmf]x

 имеет неизвестное распределение. На основании выборки 
[image: image126.wmf]{
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 выдвигается гипотеза 
[image: image127.wmf]0
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 о конкретном законе распределения 
[image: image128.wmf]x

 (нормальном, биномиальном, показательном и т.д.), выраженном через функцию распределения 
[image: image129.wmf](
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. Это распределение называется теоретическим. По выборке 
[image: image130.wmf]X

 находится эмпирическая функция распределения 
[image: image131.wmf](
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. Необходимо проверить гипотезу 
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при альтернативной гипотезе [2]:
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В критериях согласия иногда альтернативная гипотеза не указывается. 

Для проверки данной гипотезы статистика
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имеющая распределение 
[image: image136.wmf]2
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 с df =
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 степенями свободы. Здесь 
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 – число параметров распределения 
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, которые оцениваются по выборке 
[image: image140.wmf]X

; 
[image: image141.wmf]n

 – объем выборки; 
[image: image142.wmf]k

 – число непересекающихся интервалов выборочных значений 
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 – число значений выборки, принадлежащих интервалу 
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 – вероятности попадания значений случайной величины в каждый из этих интервалов:


[image: image155.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

i

i

x

x

i

i

i

x

F

x

F

dx

x

p

x

x

P

p

i

i

-

=

=

£

£

=

+

+

ò

+

1

1

1

x

, 
[image: image156.wmf]1

,

,

1

,

0

-

=

k

i

K

,


[image: image157.wmf](

)

x

p

 – плотность распределения вероятностей случайной величины 
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. Если в некоторых интервалах условие 
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 не выполняется, то эти интервалы объединяются с соседними.

По выборке 
[image: image162.wmf]X

 вычисляется наблюдаемое значение 
[image: image163.wmf]2
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 статистики. Для выбранного уровня значимости 
[image: image164.wmf]a

 по таблице распределения 
[image: image165.wmf]2
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 находится число 
[image: image166.wmf](
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Вывод. Гипотеза 
[image: image167.wmf]0
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 не противоречит выборке наблюдений на заданном уровне значимости, если  
[image: image168.wmf]2
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, то гипотеза 
[image: image172.wmf]0
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Работа в Excel. Для проверки данной гипотезы используется Двухвыборочный 
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Проверка нулевой гипотезы осуществляется с помощью 
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Работа в Excel. Для проверки данной гипотезы используем статистический анализ Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями из Анализа данных меню Сервис (приложение 2). 

В выбранном выходном диапазоне появится результат анализа в виде таблицы. В таблице 3 приводятся формулы из [4] и соответствующие функции Excel, по которым рассчитываются соответствующие значения.
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Таблица 3. Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями
	
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	
[image: image381.wmf]å

=

=

n

i

i

x

n

x

1

1


СРЗНАЧ
	
[image: image382.wmf]å

=

=

m

i

i

y

m

y

1

1


СРЗНАЧ

	Дисперсия
	
[image: image383.wmf](

)

å

=

-

-

=

n

i

i

X

x

x

n

S

1

2

2

1

1


ДИСП
	
[image: image384.wmf]2

Y

S



 EMBED Equation.3  [image: image385.wmf](

)

å

=

-

-

=

m

i

i

y

y

m

1

2

1

1


ДИСП

	Наблюдения
	
[image: image386.wmf]n


СЧЕТ
	
[image: image387.wmf]m


СЧЕТ

	Объединенная дисперсия
	
[image: image388.wmf](

)

(

)

2

1

1

2

2

2

-

+

-

+

-

=

m

n

S

m

S

n

S

Y

X



	Гипотетическая разность средних
	Число, равное предполагаемой разности средних  
[image: image389.wmf]2

1

a

a

-

=

d



	df
	Число степеней свободы  
[image: image390.wmf]2

-

+

=

m

n

n



	t-статистика
	Наблюдаемое значение статистики t

[image: image391.wmf]набл

t


[image: image392.wmf]m

n

S

y

x

1

1

+

-

-

=

d



	P(T<=t) одностороннее
	Если 
[image: image393.wmf]d

>

-

2

1

1

:

a

a

H

, то 
[image: image394.wmf](

)

набл

кр

t

t

P

P

>

=


Если 
[image: image395.wmf]d

<

-

2

1

1

:

a

a

H

, то 
[image: image396.wmf](

)

набл

кр

t

t

P

P

<

=


СТЬЮДРАСП(t; df;1)

	t критическое одностороннее
	Критическая точка распределения Стьюдента


[image: image397.wmf](

)

2

;

2

кр

-

+

=

m

n

t

t

a


СТЬЮДРАСПОБР(2
[image: image398.wmf]a

; df)

	P(T<=t) двухстороннее
	Если 
[image: image399.wmf]d

¹

-

2

1

1

:

a

a

H

, то 
[image: image400.wmf](

)

набл

кр

2

t

t

P

P

>

=


СТЬЮДРАСП(t; df;2)

	t критическое двухстороннее
	Критическая точка распределения Стьюдента


[image: image401.wmf](

)

2

;

кр

-

+

=

m

n

t

t

a


СТЬЮДРАСПОБР(
[image: image402.wmf]a

; df)


Проверка данной гипотезы осуществляется с помощью 
[image: image403.wmf]t

-статистики 

[image: image404.wmf]m

S

n

S

y

x

t

Y

X

2

2

+

-

=

,

распределение которой близко к распределению Стьюдента с числом степеней свободы, равным 


[image: image405.wmf]2

1

1

2

2

2

2

2

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

m

m

S

n

n

S

m

S

n

S

Y

X

Y

X

n

,
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Работа в Excel. Для проверки данной гипотезы используется статистический анализ Двухвыборочный t-тест с разными дисперсиями из Анализа данных меню Сервис (приложение 2). Результат анализа появится в виде таблицы. Формулы и соответствующие функции Excel, по которым выполняются расчеты в данном режиме, приводятся в таблице 4.
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Таблица 4. Двухвыборочный t-тест с различными дисперсиями
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-значение рассчитывается с помощью функции

ФТЕСТ(массив1;массив2).

Таблица 5. Двухвыборочный F-тест для дисперсии
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	F критическое одностороннее
	Критическое значение F-критерия определяется по таблицам распределения Фишера 
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